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摘 要：以双频激励下的两房室神经元模型为例，研究了多频激励下的不同激励频率对快慢耦合系统的复杂动

力学行为及其产生机制的影响 . 以一个慢变量表达式建模多个外激励项，将系统转化为耦合的快慢混合系统，从

快慢分析的传统观点探索分岔模式及相应分岔行为与慢变参数之间的关系 . 结果表明当两个激励频率均远小于系

统的固有频率时，系统可以产生混合簇振荡行为 . 本文的结果说明不同的周期激励对系统的分岔结构有着重要影

响，快子系统在不同激励频率取值下能够产生多个平衡态和多种分岔共存的现象，从而使得系统存在着混合簇

振荡行为 . 
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Abstract： By taking the controlled two-compartment model with two slow excitation frequencies as an 

example， the influence of different frequency on the dynamics as well as the generation mechanism of 

the various complex behaviors is investigated. A slow variable expression is used to model multiple 

external excitation terms， and the system is transformed into a coupled fast and slow hybrid system. 

From the traditional point of view of fast and slow analysis， the relationship between bifurcation mode 

and corresponding bifurcation behavior and slow variable parameters is explored. It is found that the 

system can generate multi-mode bursting oscillations if there exists an order gap between the exciting 

frequency and the natural one. Our results show that different frequencies have great influence on the 
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bifurcation structure of the system. It is indicated that both of the multi-equilibria states and various 

bifurcation behaviors are coexisted in the equilibrium curves， thus further multi-mode bursting oscilla‐

tions can be observed in the controlled system with different stimulus values .

Key words： two-compartment model； different exciting frequencies； bursting； fast-slow analysis； 

bifurcation

簇放电作为神经元主要的放电模式之一（王青云等，2008），在神经信息的编码和传递活动中起着关键

作用（汪云九，2006； Lisman，1997）. 从多时间尺度系统复杂动力学行为的观点出发，簇放电具有在慢时间

尺度的静息态和快时间尺度的激发态之间交替转换的簇发振荡表现（Rinzel，1985； Izhikevich，2000）. 针对

于此，本文使用快慢分析法这一解释簇发振荡产生机理的有效工具（Rinzel，1985），对双频激励下的神经

元模型进行动力学分析 . 在快慢分析法的框架下，多尺度耦合的系统首先被分解为快子系统与慢子系统，

接着定义慢变量为慢子系统对应的变量，并将其作为分岔参数，进而得到快子系统的分岔图 . 根据慢变量

的变化对分岔图及分岔行为的影响，阐述簇发振荡的产生机理 . 

基于快慢动力学分析，人们对含有一个慢变激励的系统进行了许多研究（Han et al.，2011；Bi et al.，

2014；Meng et al.，2019；孟盼等，2020），主要方法是将外界激励视为慢变参数，从而就可以应用传统的快

慢分析来研究系统的复杂动力学行为 . 由于多种激励共存是现实系统中的普遍现象，因此有大量研究致力

于对多频慢变激励系统的动力学分析（Han et al.，2015；Han et al.，2017；张晓芳等，2017；Han et al.，2019；Wei 

et al.，2021），解决问题的关键是如何将多个慢变量转化为同一慢变量的函数表达式 . 频率转换方法通过约

化手段，将多慢变量问题转化为单慢变量问题，弥补了快慢分析法只能处理单个慢变量参数的缺陷，是

多频慢变激励系统研究中进行快慢分析和分岔分析的常用方法之一（Han et al.， 2015； Han et al.， 2017）. 

本文以两房室锥体神经元模型为例（孟盼等，2016），通过引入两个周期变化的余弦激励项来构建不同

频域尺度的耦合系统，发现在双频激励的作用下系统可以产生复杂的簇发振荡模式，而这些簇模式在以

往的研究中是很少见到的，利用数值模拟和分岔分析方法，对这些复杂模式进行详细分析，特别是深入

探讨系统簇发振荡模式中由于不同激励频率的所带来的影响 . 结果表明激励频率的改变会使得快子系统含

有多个平衡态，轨线在多个平衡态之间的相互转迁就导致了整个系统能够产生复杂的混合簇振荡现象，

即几种不同簇模式的交替出现 . 本文结果为理解外界激励与神经元放电节律之间的关系提供新的看法 . 

1 计算模型

含双频激励的两房室神经元模型（孟盼等，2016；张晓芳等，2017；严冬梅，2019）描述如下：

C dVSdt = A1 cos (ω1 t )
p + IDS

p - INa - I K - ISL， （1）

dw
dt = φ w∞ (VS ) - w

τw (VS ) ， （2）

C dVDdt = A2 cos (ω2 t )1 - p - IDS1 - p - IDL， （3）

其中 Ai cos (ωit ) ( i = 1，2) 为两个外周期激励项，可理解为胞体房室和树突房室的突触周期输入电流，

Ai  ( i = 1，2) 为激励振幅，ωi  ( i = 1，2) 为相应的激励频率，因此方程（1）和（3）分别描述了胞体膜电压VS和

树突膜电压 VD 在不同外激励作用下的动力学行为 . 胞体房室的电流除了胞体的突触周期输入电流

A1 cos (ω1 t ) 外，还包括树突流向胞体的内部电流 IDS、外向钠离子电流 INa、外向钾离子电流 IK和泄漏电流

ISL；树突房室的电流则相对简单，仅包含三项，分别为输入电流A2 cos (ω2 t )、树突流向胞体的内部电流 IDS

和泄漏电流 IDL . 各离子电流表达式为 INa = gNam∞ (VS ) (VS - ENa )，  IK = gKw (VS - EK )， ISL = gSL (VS - ESL )，
 IDS = gc (VD - VS ) . ENa和EK分别为钠离子和钾离子的平衡电位；ESL和EDL分别为胞体和树突膜上泄漏电流

的静息膜电位；gNa、gK、gSL和 gDL分别代表各离子通道的最大电导；gc表示两房室之间的连接强度；C表

示膜电容；p和 1 - p分别表示胞体和树突所占的面积比例 . 方程（2）为钾离子通道打开概率w的表达式，φ

表示温度影响因子 . 各门控函数为：
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m∞ (VS ) = 0.5 é

ë
ê
êê
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v2 )ùûúúúú， （4）

w∞ (VS ) = 0.5 é

ë
ê
êê
ê1 + tanh ( VS

v3 )ùûúúúú， （5）

τw (VS ) = é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úcosh ( )VS

v4

-1
. （6）

选取合适的参数使得激励频率ωi ( i = 1，2) 远小于系统的固有频率，这样系统就存在着频域上的多时间尺

度耦合（Han et al.，2015；Han et al.，2017；张晓芳等，2017；Han et al.，2019，Wei et al.，2021），从而表现出明显

的快慢效应，其动力学行为复杂且多样，主要表现为混合簇模式振荡 . 快慢分析是用来研究簇行为产生机

制的有力工具（Lisman，1997；Izhikevich，2000）. 然而快慢分析法无法同时考虑多个慢变量，如这里双周期

激励 cos (ωit ) ( i = 1，2) 均可视为慢变量，那么系统就存在着两个不同的慢变量 . 如果能够找到一个函数

ω (τ ) 来分别表示这两个慢变量，即 cos (ωit ) = fi (cos (ωt ) )， i = 1，2，那么系统就转化为仅含有单慢变量

的快慢系统，从而就可以利用快慢分析来解释簇模式的产生机制 . 例如当ω1 = 0.03，ω2 = 0.02时，相应

地，两外周期激励分别为 cos (ω1 t ) = cos (0.03t ) 和 cos (ω2 t ) = cos (0.02t )，根据 Moivre 公式（Han et al.，

2015；Han et al.，2017），有 cos (0.03t ) = 4 cos3 (0.01t ) - 3cos(0.01t )，cos (0.02t ) = 2 cos2 (0.01t ) - 1 成立，因

此这里就可以将 cos (0.01t ) 看做系统的慢变量，记为 r .
表 1列举了几组有代表性的双周期激励的频率，并且给出了两个慢变量之间的函数关系，本文主要考

察不同的外激励频率对系统吸引子结构的影响，从而揭示复杂簇模式产生的动力学机制 . 整个系统（1）-

（3）为快子系统，其中取单慢变量 r作为分岔参数 . 其他参数取值为：gNa = 50，A1 = A2 = 100，gK = 15，
gSL = 2， gDL = 2， p = 0.331， ENa = 50， EK = -100， ESL = -70， EDL = -70， φ = 0.23， C = 2， v0 = -22，
v1 = 1.2，v2 = 18，v3 = 10，v4 = 6.

2 不同激励频率下复合簇振荡模式

图 1~3给出了系统在表 1里的 3组不同激励频率下的时间历程图及其相应的快慢动力学分析 . 从中可

以看出，在参激频率改变的情况下，系统呈现出不同形式的簇放电模式 . 接下来利用快慢分析来解释这些

周期簇发振荡产生的动力学机制 . 从表 1可见，现在系统（1）-（3）的慢变参数均为 r = cos (0.01t )，我们先考

察系统的平衡点曲线随该慢变参数变化时的分岔情况 . 

2. 1   ω1 = 0. 01，ω2 = 0. 01时簇发振荡机理分析

通过计算雅克比矩阵的特征值可知，快子系统（1）-（3）的平衡点在 ( r，V ) 平面上形成了一条 S形分岔

曲线 . 上支由不稳定焦点（虚线）和稳定焦点（实线）构成；中支由鞍点（虚线）组成；下支由稳定（实线）结点

组成，这里稳定结点曲线记为E1 . 根据数值计算结果（见表 2），系统产生了两种余维-1分岔，即位于 S形

曲线的两个弯曲处的鞍结（fold）分岔点F1和F2，以及位于上支的霍普夫（Hopf）分岔点H1，它们分别对应于

平衡点的雅克比矩阵具有零特征根和一对纯虚根特征值情形；此外，在H1处的第一李亚普诺夫系数为正

值，因此该Hopf分岔为亚临界的，系统产生不稳定极限环（Lisman，1997），其稳定性又经由极限环的鞍结

分岔LC发生改变，见图1（b）的右下角的局部放大图，其中稳定（不稳定）极限环用实心（空心）圆表示 . 

表1　不同有理激励频率下两个周期慢变量转为单慢参数函数

Table 1　Conversion of the two periodic and slow varying parameters into a single 

and slow parameter function under different rational excitation frequencies

ω1
0. 01
0. 03
0. 04

ω2
0. 01
0. 02
0. 01

cos (ω1 t )
cos (0. 01t ) = r

cos (0. 03t ) = 4r3 - 3r
cos (0. 04t ) = 8r4 - 8r2 + 1

cos (ω2 t )
cos (0. 01t ) = r

cos (0. 02t ) = 2r2 - 1
cos (0. 01t ) = r

慢变参数

r = cos (0. 01t )
r = cos (0. 01t )
r = cos (0. 01t )
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为了分析簇振荡产生的机制，我们将系统在 ( r，V ) 上的相图也叠加在分岔图上 . 可以看出，随着慢变

参数 r = cos (0.01t ) 的增加，系统轨线先沿着稳定的平衡点曲线E1向右运动，然后经由 fold分岔 F2跳跃到

上支，系统由静息态进入激发态；随后轨线严格围绕着稳定极限环运动直至慢变量到达其最大值； 接下

来轨线沿着极限环折回向左运动，直到再次和 fold分岔F2相遇，这时系统产生不变环上的鞍结分岔（SN‐

IC，saddle-node on invariant circle），轨线向下跳跃结束一个周期运动 . 系统轨线的静息态经由平衡点的

fold分岔F2转为激发态，又经由极限环的SNIC分岔回归到静息态，因此系统产生了“fold/SNIC”型簇振荡

（Izhikevich，2000）. 注意到 H1处对应的慢变参数 r = 1.108 218 > 1，因此轨线无法穿越 H1点，系统的双稳

结构只能由稳定的极限环和下支稳定的结点构成，所以簇振荡只由一个子簇构成（见图1（a））. 

2. 2   ω1 = 0. 03，ω2 = 0. 02时簇发振荡机理分析

同样方法可以做出系统在这组频率下的平衡点分岔曲线，如图 2（b）所示 . 和单频激励不同的是，由于

单频激励将整个周期激励视为慢变参数，因此单频激励下系统的分岔结构不受频率的变化影响；而双频

激励下由于两个慢变量统一后的函数表达式随着激励频率的不同而发生改变（见表 1），因此不同的双频激

励对应着不同的快子系统，从而快子系统的平衡点及其分岔模式都会发生改变 . 现在系统一共产生了 6个

fold分岔和 1个Hopf分岔，相关数据见表 3. 对比表 2，可以发现，fold分岔和Hopf分岔处的特征值在前后

两组激励频率下分别相同；F1、F3和 F5处的特征值相同；F2、F4和 F6处的特征值相同 . 由于平衡点数目增

多，相应地，平衡点分岔曲线向左延伸增加了两条，分别记为E2和E3，它们都由稳定的结点构成 . 

假定轨线一开始位于最左侧曲线E3上 . 随着参数 r的变化，系统先沿着稳定的平衡点曲线E3向右运动，

在经过 fold分岔点F6后，由于平衡点失稳，系统从静息态进入到激发态 . 轨线围绕着不稳定的鞍点振荡一

段时间后，经由 fold分岔点F3跳跃到稳定的平衡点曲线E2上，因此轨线再一次进入静息态 . 随着慢变参数

r的增大，轨线向下运动直至经过极值点P1，随后系统跳跃到平衡点曲线E1 直至抵达 fold分岔点F2 . fold分

岔点 F2的出现使得系统再一次进入激发态，轨线沿着由Hopf点H1产生的稳定极限环运动，直至到达 r的
最大值，随后轨线折回向左运动 . 系统轨线先后两次进入静息态，因此簇振荡里的激发态由3个子簇构成，

表2　ω1 = 0. 01，ω2 = 0. 01时余维-1相关数据

Table 2　Related data about the codimension -1 bifurcation points with ω1 = 0. 01，ω2 = 0. 01
分岔点

F1

F2

H1

（r，V）

(0. 204 608， - 14. 917 224)
(0. 262 644， - 30. 427 959)

(1. 108 215，0. 585 525)

特征值

λ1 = -4. 584 26，λ2 = 0，λ3 = 3. 587 92
λ1 = -6. 419 94，λ2 = -0. 447 282，λ3 = 0

λ1 = -5. 244 58，λ2，3 = ±2. 229 64 i
第一李雅普诺夫系数为 0. 000 207 268 3 > 0

图1　ω1 = 0. 01，ω2 = 0. 01时的时间序列图及其相应的机理分析

Fig. 1　Time series and the corresponding analysis with ω1 = 0. 01，ω2 = 0. 01
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系统产生了混合簇模式振荡（Han et al.，2015）其中 2 个子簇属于“fold/fold”型簇振荡，另外一个子簇属于

“fold/SNIC”型簇振荡 . 系统的分岔图只有一个极值点P1，这个极值点就对应着整个簇振荡波形的最低点 . 

2. 3   ω1 = 0. 04，ω2 = 0. 01时簇发振荡机理分析

由图 3（b）可以看出，在这组激励频率下，虽然系统的平衡点曲线有相似的结构，但平衡点曲线曲折

增加，致使极值点的个数也随之增多，相应簇振荡的相图也变得复杂 . 与图 2（b）相比，平衡点的分岔曲线

继续向左延伸，增加了两个 fold分岔点F7，F8以及一个Hopf分岔点H2 . 但由于这 3个点对应的慢变参数值

均小于-1（见表 4）. 因此系统的轨线不会经过这 3个余维-1分岔点，但会经过稳定的平衡点分岔曲线 E4 . 

和前面两种情况类似，假定轨线一开始位于最左侧的平衡点曲线E4上，则它先沿着稳定的平衡点向极值

点P2（右方）移动，随后轨线跳跃到稳定的平衡点曲线E3上 . 之后的运动轨迹和情形B类似，即依次经过平

衡点曲线E3→不稳定的鞍点曲线→平衡点曲线E2→稳定的极限环，继续向右运动直至 r的最大值，随后折

回向左运动，至此完成半个周期的运动，剩下半个周期的运动与之对称 . 因此在这组频率下系统同样处于

混合簇模式振荡放电状态，并且这里的混合簇模式也由 3个子簇构成 . 和情形B相比，现在平衡点的数目

增加了，这就使得轨线在两条稳定的平衡点曲线E4和E3发生了跳跃，相应地，系统轨线在静息态中有一

次大幅度的弯曲跳跃 . 系统的分岔图有两个极值点，极值点P2对应整个簇振荡波形的最低点，极值点P1对

应子-簇振荡波形的最低点 . 

3 结 论

当动力系统具有相较于系统固有频率远为更小的周期激励频率时，系统会表现出明显的多尺度效应，

图2　ω1 = 0. 03，ω2 = 0. 02时的时间序列图及其相应的机理分析

Fig. 2　Time series and the corresponding analysis with ω1 = 0. 03，ω2 = 0. 02
表3　ω1 = 0. 03，ω2 = 0. 02时余维-1相关数据

Table 3　Related data about the codimension -1 bifurcation points with ω1 = 0. 03，ω2 = 0. 02
分岔点

F1

F3

F5

F2

F4

F6

H1

（r，V）

(0. 866 408 35， - 14. 917 224)
(-0. 342 175， - 14. 917 224)
(-0. 865 143， - 14. 917 224)

(0. 877 882 97， - 30. 427 961)
(-0. 382 665 5， - 30. 427 961)
(-0. 836 127， - 30. 427 961)

(1. 0152 53，0. 585 525)

特征值

λ1 = -4. 584 26，λ2 = 0，λ3 = 3. 587 92
λ1 = -4. 584 26，λ2 = 0，λ3 = 3. 587 92
λ1 = -4. 584 26，λ2 = 0，λ3 = 3. 587 92
λ1 = -6. 419 94，λ2 = -0. 447 282，λ3 = 0
λ1 = -6. 419 94，λ2 = -0. 447 287，λ3 = 0
λ1 = -6. 419 94，λ2 = -0. 447 282，λ3 = 0

λ1 = -5. 244 58，λ2，3 = ±2. 229 64 i
第一李雅普诺夫系数为0. 000 207 263 9 > 0
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从而会产生复杂的簇振荡模式 . 使用 Moivre公式建立多个周期激励之间的关系，并将其约化为单一慢变

量，即慢变参数的函数，并基于此函数分析系统的平衡点与稳定性 . 研究表明不同的双激励频率所对应的

快子系统不同，因此相应的系统的平衡点及其分岔结构也有所不同 . 通过对比 3组不同的激励频率下的平

衡曲线及其分岔图，发现不同的参频激励会使得系统的平衡点数目发生改变，从而致使平衡点曲线产生

了更多的曲折次数，因此系统的簇振荡模式也更加复杂 . 本文的研究结果表明不同的双频激励可以导致系

统产生丰富的混合簇模式行为，是外界激励作用于神经元放电活动的新看法 . 
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